
第十二章 平稳过程

粗略的说，平稳过程是指的其统计特性不随时

间的推移而改变的过程

平稳过程主要有严平稳过程和宽平稳过程



1.  严平稳过程

定义1 若对任意n个时刻

则称X(t) 为严平稳过程

设{X(t),t≥0}为随机过程，

t1,t2,…,tn∈T及任意τ, t1+ τ,t2+ τ, …,tn + τ∈T ,

1 2 1 2( ( ), ( ),..., ( )) ( ( ), ( ),..., ( ))
d

n nX t X t X t X t X t X tτ τ τ= + + +

注：严平稳过程的任何有限维分布对时间的推移是
保持不变的

第一节 平稳过程的概念



2.   严平稳过程的特点

1)

二维分布仅与时间差有关，而与时间起点无关

若严平稳过程存在二阶矩，则2)

（1）均值函数为常数：m(t)=E[X(t)]=c，c为常数

（2）相关函数仅是时间差的函数：

R(t, t+τ)=E[X(t)X(t+τ)]= E[X(0)X(τ)]

严平稳过程X(t)的一维分布与t无关



3、宽平稳过程

定义2

则称 X(t)为宽平稳过程，简称平稳过程

（1）E[X(t)]=m, m为常数

（2）对任意的t∈T , τ∈T , E[X(t)X(t+ τ )]不依赖于t

设{X(t),t≥0}为二阶矩过程，若它满足条件

当T为整数集, 则称 X(t)为宽平稳时间序列

对平稳过程，用RX(τ)表示 X(t)的相关函数



注2

注1 严平稳过程不一定是宽平稳过程

因为严平稳过程不一定是二阶矩过程
若严平稳过程存在二阶矩，则它一定是宽平稳过程

宽平稳过程也不一定是严平稳过程

因为宽平稳过程只保证一阶矩和二阶矩不随时间
推移而改变，这当然不能保证其有穷维分布不随
时间而推移

注3

利用均值函数与协方差函数（相关函数）
也可讨论随机过程的平稳性

若{X(t),t≥0}为Gauss过程，则X(t)为严平稳过程
的充要条件X(t)是宽平稳过程

注4



协方差函数

即表示协方差函数仅依赖于时间间隔τ，而与t无关

( , ) [ ( ), ( )]C t t Cov X t X tτ τ+ = +

)]([)]([)]()([ ττ +−+= tXEtXEtXtXE

2( )XR mτ= −



例1

试讨论随机变量序列X(n) 的平稳性

设{ )(nX , 2,1,0 ±±=n }是相互独立同分布的随机变量序列， 

且均值和方差为 ,0)]([ =nXE 2)]([ σ=nXD

解: 因为 0)]([ =nXE

)(τXR )]()([ nXnXE τ+=  




≠
=

=
00
02

τ
τσ

，当

，当

注 在科学和工程中，例1中的过程称为纯随机序列或
“白噪声”（white  noise）. 若X(t) ~N(0,τ)，则称其
为正态白噪声

故X(n)是平稳过程


设{
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试讨论随机序列 X(t) 的平稳性

例2

η在[0，1]上服从均匀分布，其中T={1，2，…}

解:

设随机序列{ ηπttX 2sin)( = ， Tt ∈ }， 

的密度函数为η


 ≤≤

=
其它,0

10,1
)(

x
xf

所以
1

0
[ ( )] sin 2 0E X t txdxπ= =∫

)(τXR txdxxt πτπ 2sin)(2sin
1

0∫ +=






≠

==
00

0
2
1

τ

τ

，当

，当

故 )(tX 是平稳随机序列 

注 例2中的过程是宽平稳的，但不是严平稳的


设随机序列{
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故
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例3

试证明Y(t) 是平稳序列

设{ )(tX , ，，， 210 ±±=T }是白噪声序列， 

证:

故Y(t)是平稳过程.

0

0 1

( ) ( )

, , ,
=

= −∑


令 ，其中 为自然数，

为常数

N

k
k

N

Y t a X t k N

a a a

0
[ ( )] [ ( )] 0

N

k
k

E Y t a E X t k
=

= − =∑

0 0
[ ( ) ( + )] [ ( ) ( + )]

N N

k j
k j

E Y t Y t a a E X t k X t jτ τ
= =

= − −∑∑

| |
2

0

0 | |>

| |
N n

k k
k

N

a a Nτ

τ

σ τ
−

+
=


=  ≤
∑
通常称Y(t)是白噪声序列的滑动和


设{

[image: image1.wmf])


(


t


X


,

[image: image2.wmf]L


，


，


，


2


1


0


±


±


=


T


}是白噪声序列，

_1056554836.unknown



_1448280700.unknown





例4

解:

故Y(t)是平稳过程

{ ( ) ( 1) , [0, )},
1 1

1 ~ ;
1/ 2 1/ 2

(2){ , 0}
3 { , 0}

{ ( ) ( 1) , [0, )}

t

t

t

t

Y t X t

X X

t
X t

Y t X t

µ

µ

µ λ
µ

= − ∈ +∞

− 
 
 

≥

≥

= − ∈ +∞

令 其中

（） 为随机变量，且

是强度为 的泊松过程；

（） 与 相互独立

证明 是平稳过程

[ ( )] [( 1) ]tE Y t E Xµ= −

[ ( ) ( + )] [( 1) ( 1) ]t tE Y t Y t E X Xτµ µτ += − −

= [( 1) ] [ ]tE E Xµ− =0
2[( 1) ]t tE Xτµ µ ++= −

2[( 1) ] [ ]t tE E Xτµ µ ++= − [( 1) ]t tE τµ µ ++= −

[( 1) ]t tE τµ µ+ −−

0 ~ ( ),t t Pττ µ µ λτ+> −当 时，

0

( )( 1)
!

k
k

k
e

k
λτλτ∞

−

=

= −∑ 2=e λτ−

0 ~ ( ),t t Pττ µ µ λτ+< − −当 时， 2[( 1) ]t tE eτµ µ λτ++− =

[( 1) ]t tE τµ µ+ −= −



{ ( ), } ,TX X t t T= ∈设 为平稳过程

( ) [ ( ) ( )]XR E X t X tτ τ= + ，

一、自相关函数的性质

( )XR τ则 具有以下性质：

(1) (0) 0;
(2) | ( ) | (0);
(3) ( ) ( );

X

X X

X X

R
R R

R R
τ
τ τ

≥
≤

− =

1 2

1 2

(4) ( ) , . , , ,
, , , ,

X n

n

R n N n t t t
z z z
τ ∀ ∈ ∀ 



是非负定的，即对 个实数

和复数 都有

1 1
( ) 0

n n

X k l k l
k l

R t t z z
= =

− ≥∑∑

TX 的自相关函数为，

第二节 相关函数的性质



上述四条性质中，非负性是平稳过程自相关

函数的本质特性. 可以证明任一（在t=0 处连续且

f(0)≠0的）函数f(t)若是非负定的，则它必是某平稳

过程的自相关函数



,}),({ 为平稳过程设 TttX ∈

，))(),(()( ττ += tXtXCovC X

二、自协方差函数的性质

具有以下性质：则 )(τXC

);()()3(
);0(|)(|)2(

;0)0()1(

ττ
τ

XX

XX

X

CC
CC

C

=−
≤

≥

都有和复数

个实数是非负定的，即对

,,,,
,,,.,)()4(

21

21

n

nX

zzz
tttnNnC



∀∈∀τ

0)(
1 1

≥−∑∑
= =

lklk

n

k

n

l
X zzttC

的自协方差函数为，TX



,}),({}),({ 为两个平稳过程与设 TttYYTttXX TT ∈=∈=

，性质如下：它们的互相关函数为 ))()(()( ττ += tYtXERXY

三、互相关函数的性质

1 ( ) ( );

(2) | ( ) | (0) (0).
XY XY

XY X Y

R R

R R R

τ τ

τ

− =

≤

（）

( ( ) ( )) , T TE X t Y t t X Yτ+若 不依赖于 则称 与 是平稳相关的.

( ) ( ( ), ( )) ( ( ) ( ) ( ) ( )XY X YC Cov X t Y t E X t Y t m t m tτ τ τ τ= + = + − +

( )XY X YR m mτ= −

.tYX TT 赖于的互协方差函数也不依与即

的互协方差函数为与 TT YX



一、相关函数的谱分解

第三节 平稳过程的谱密度

1( ) ( ),
2

i
XR e dFτωτ ω τ

π
∞

−∞
= −∞ < < +∞∫ 

定理1 (1)设X(t)是均方连续的平稳过程，则它的自相
关函数RX(τ)可以表示为

( )F ω 是定义在R上的单调非降、右连续的有界函数其中

（12.1）

( )XR m（2）平稳随机序列 的相关函数 ，则{ }( ), 0, 1, 2, ...X n ± ±

1
1( ) ( ), 0, 1,

2
im

XR m e dF m
π ω

π
ω

π −
= = ±∫ 



1( ) [ , ]F ω π π−其中 是定义在 上的单调非降、

右连续的有界函数

（12.2）



（12.1）和（12.2）式分别称为 和 的谱分解式

若 绝对连续，则存在SX(ω)使得，

( ) ( ) + , ,XF S d C
ω

ω ω ω ω
−∞

= −∞ < < +∞∫

( )F ω

' ( ) ( )XF Sω ω=

( ) ( )XF Sω ω 称为谱函数， 称为谱密度

相当于分布函
数和密度函数

)(τXR ( )XR m

1( ) ( )F Fω ω 而 和 称为平稳过程的谱函数



+1( ) ( ) ,
2

i
X XR e S dτωτ ω ω τ

π
∞

−∞
= −∞ < < +∞∫

+
( ) ( )i

X XS e R dτωω τ τ
∞ −

−∞
= ∫

若RX(τ)绝对可积， RX(τ)可以表示为

相关函数RX(τ)与谱密度SX(ω)构成了Fourier变换对，

即

1( ) [ ( )] ; ( ) [ ( )]X X X XS R R Sω τ τ ω−= =F F

其中



( ) ( ) ,im
X X

m
S R m e ωω π ω π

∞
−

=−∞

= − ≤ ≤∑

1( ) ( ) , 0, 1, 2, ...
2

im
X XR m e S d m

π ω

π
ω ω

π −
= = ± ±∫

对于平稳序列

)(ωXS

的相关函数},2,1,0),({ ±±== nnXX T

若它满足),(mRX ∞<∑
∞

−∞=m
X mR )( ，则必存在谱密度

使得

其中



二、谱密度的物理意义

设非随机信号x(t)是时间t的非周期实函数，且x(t)满足

• x(t) 在 范围内满足Dirichlet条件),( +∞−∞

• 绝对可积，即)(tx ∞<∫
+∞

∞−
dttx )(

连续或至多有有限
个第一类间断点

有限个极值点

1.  确定性信号x(t)的功率谱密度



则x(t)的傅立叶变换存在，即可求得x(t)的频谱函数

+
( ) ( ) i t

XF x t e dtωω
∞ −

−∞
= ∫

x(t)称为FX(ω)的反变换，即

+1( ) ( )
2

i t
Xx t e F dω ω ω

π
∞

−∞
= ∫

|FX(ω)|称为 x(t) 振幅频谱

FX(ω)称为x(t) 的频谱密度函数



，则有帕塞瓦尔（Parseval）等式

2 1[ ( )] ( ) ( )
2

i t
Xx t dt x t F e d dtωω ω

π
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞
=∫ ∫ ∫

1 ( ) ( )
2

i t
XF x t e dtdωω ω

π
∞ ∞

−∞ −∞
= ∫ ∫

1 ( ) ( )
2 X XF F dω ω ω
π

∞

−∞
= ∫

21 ( )
2 XF dω ω
π

∞

−∞
= ∫

x(t)的能量谱密度

•若 ∞<∫
+∞

∞−
dttx

2
)(

帕塞瓦尔等式又可理解为总能量的谱表示式

x(t)的总能量



此时x(t)的傅立叶变换不存在. 我们研究x(t)在(-∞ ,+∞)上

的平均功率，即

21lim ( )
2

T

TT
x t dt

T −→∞ ∫

接下来，我们研究平均功率的谱表示式

2
( ) =x t dt

+∞

−∞
∞∫在实际应用中，可能存在



平均功率的谱表示式

( ), ,
( )

0 .T

x t t T
x t

t T

 ≤= 
>

的傅立叶变换为)(txT

i( , ) ( ) t
X TF T x t e dtωω

+∞ −

−∞
= ∫

22 1( )d ( , )
2πT Xx t t F T dω ω

+∞ +∞

−∞ −∞
=∫ ∫

( )x t由给定的 构造一个截尾函数

i( )
T t

T
x t e dtω−

−∫=

它的帕塞瓦尔等式

绝对可积



变形得 22 1( )d ( , ) d .
2π

T

XT
x t t F Tω ω

+∞

− −∞
=∫ ∫

221 1 1lim ( )d lim ( , ) d .
2 2π 2

T

XTT T
x t t F T

T T
ω ω

+∞

− −∞→+∞ →+∞
=∫ ∫

( ) ( , )x t −∞ +∞在 上的平均功率 称为 x(t) 的功率谱密度



+ 221 1 1( ) ( , )
2 2 2

T

XT
E X t dt E F T d

T T
ω ω

π
∞

− −∞

   =      ∫ ∫

对上式两端取平均

当 ,取极限,交换数学期望和积分的次序,可得∞→T

+ 221 1 1lim [ ( )] lim ( , )
2 2 2

T

XTT T
E X t dt E F T d

T T
ω ω

π
∞

− −∞→∞ →∞
 =  ∫ ∫

3. 平稳随机信号X(t)的功率谱密度

221 1 1( ) ( , )
2 2 2

T

XT
X t dt F T d

T T
ω ω

π
+∞

− −∞
=∫ ∫

21( ) lim ( , )
2 XT

S E F T
T

ω ω
→∞

 =  令

称S(ω)为X(t)的功率谱密度



21lim ( )d
2

T

TT
E X t t

T −→+∞

 
 
 ∫将 定义为平稳过程

.)( 的平均功率tX

21lim ( )
2

T

TT
E X t dt

T −→+∞

 
 
 ∫

21lim [ ( )]
2

T

TT
E X t dt

T −→+∞
= ∫

(0)XR=

21 1lim ( , )
2 2 XT

E F T d
T

ω ω
π

+∞

−∞ →∞
 =  ∫

1 ( )
2

S dω ω
π

+∞

−∞
= ∫

1(0) ( )
2XR S dω ω
π

+∞

−∞
= ∫故

(0)XR 表示平稳随机信号的平均功率



+
( ) ( ) i

X XS R e dωτω τ τ
∞ −

−∞
= ∫

+1( ) ( )
2

i
X XR S e dωττ ω ω

π
∞

−∞
= ∫

3. 功率谱密度和谱密度的关系

2[ ( , ) ]
( ) lim

2
X

T

E F T
S

T
ω

ω
→∞

=
1lim [ ( , ) ( , )]

2 X XT
E F T F T

T
ω ω

→∞
= −

TT 2
1lim

∞→
= 1 2

1 1 2 2[ ( ) ( ) ]
T Ti t i t

T T
E X t e dt X t e dtω ω−

− −∫ ∫
2 1( )

1 2 1 2
1lim [ ( ) ( )]

2
T T i t t

T TT
E X t X t e dt dt

T
ω− −

− −→∞
= ∫ ∫

2 1( )
2 1 1 2

1lim ( )
2

T T i t t
XT TT

R t t e dt dt
T

ω− −

− −→∞
= −∫ ∫

21( ) lim ( , )
2 XT

S E F T
T

ω ω
→∞

 =  



则 2
2 1 2

1 1( ) lim ( )
2 2

i
XT

H

S R e d d
T

ωτω τ τ τ−

→∞
= ∫∫

2
2

2 2 22

1lim (2 ) ( )
2

T i
XTT

T R e d
T

ωττ τ τ−

−→∞
= −∫

2

2
lim 1 ( )

2
T i

XTT
R e d

T
ωττ

τ τ−

−→∞

 
= − 

 
∫

1 ( ) , 2
2( )
0 , 2

XT
X

R T
TR

T

τ
τ τ

τ
τ

 
− < =  

 >

( ) lim ( )T i
XT

S R e dωτω τ τ
+∞ −

−∞→∞
= ∫

lim ( ) ( )T
X XT

R Rτ τ
→∞

=

lim ( ) ( )T i i
X XT

R e d R e dωτ ωττ τ τ τ
+∞ +∞− −

−∞ −∞→∞
= =∫ ∫

令 则

即功率谱密度就是谱密度；也称自谱密度

( )XS ω=



三、平稳随机过程谱密度的性质

1. 谱密度为非负的,即 0)( ≥ωXS

证明：

2[ ( , ) ]
( ) lim

2
X

X T

E F T
S

T
ω

ω
→∞

=

2( , ) 0XF Tω ≥

0)( ≥∴ ωXS



2、 谱密度是实的偶函数，即 )()( ωω −= XX SS

( ) ( ) i
X XS R e dωτω τ τ

+∞ −

−∞
= ∫证明：

即谱密度为实的偶函数

( ) cos ( )sinX XR d i R dτ ωτ τ τ ωτ τ
+∞ +∞

−∞ −∞
= −∫ ∫

0
2 ( ) cosXR dτ ωτ τ

+∞
= ∫



说明:

1.平稳过程在自相关函数绝对可积的条件下,

维纳-辛钦公式成立

所以博赫纳-辛钦公式还可以写成如下的形式

( ) 2 ( ) cos ,X XS R dω τ ωτ τ
+∞

−∞
= ∫

1( ) ( ) cos .
πX XR S dτ τ ωτ τ

+∞

−∞
= ∫

2.谱密度和相关函数都是实的偶函数



3.博赫纳-辛钦公式又称为平稳过程自相关函数的
谱表示式. 它揭示了从时间角度描述平稳过程 X(t)
的统计规律和从频率角度描述X(t)的统计规律之间
的联系

在应用上我们可以根据实际情形选择时间域方法
或等价的频率域方法去解决实际问题



若平稳过程X(t)、Y(t)是平稳相关的，当互相关函数

满足 | ( ) |XYR dτ τ
+∞

−∞

< ∞∫
+

( ) ( ) i
XY XYS R e dωτω τ τ

∞ −

−∞
= ∫

+1( ) ( )
2

i
XY XYR S e dωττ ω ω

π
∞

−∞
= ∫

则RXY(τ)的傅立叶变换存在

它们的互谱密度与其互相关函数互为傅立叶变换.

互谱密度是从频率的角度刻画两个平稳过程的平
稳相关性

2.互谱密度及其性质



互谱密度的性质

性质1： ( ) ( ) ( )XY YX YXS S Sω ω ω= − =

证明： ( ) ( ) i
XY XYS R e dωτω τ τ

+∞ −

−∞
= ∫

( ) i
YXR e dωττ τ

+∞ −

−∞
= −∫ （令 ）ττ −=

( ) i
YXR e dωττ τ

+∞

−∞
= ∫

( )YXS ω=
( )( ) i

YXR e dω ττ τ
+∞ − −

−∞
= ∫ )( ω−= YXS

.的实的、正的偶函数互谱密度不再是 ω



性质2： )](Re[)](Re[ ωω −= XYXY SS

)](Re[)](Re[ ωω −= YXYX SS
证明：

+
( ) ( ) i

XY XYS R e dωτω τ τ
∞ −

−∞
= ∫

+
( )[cos sin( )]XYR i dτ ωτ ωτ τ

∞

−∞
= + −∫

τωττω dRS XYXY ∫
+∞

∞−
= cos)()](Re[

τωττ dRXY∫
+∞

∞−
−= cos)(

)](Re[ ω−= XYS

（令τ = - τ）

同理可证 )](Re[)](Re[ ωω −= YXYX SS



性质3： )](Im[)](Im[ ωω −−= XYXY SS

)](Im[)](Im[ ωω −−= YXYX SS

证明：类似性质2证明

性质4：

( ) ( ) ( )XY X YS S Sω ω ω≤

互谱密度与自谱密度有不等式关系

证明： { }1( ) lim ( , ) ( , )
2XY X YT

S E F T F T
T

ω ω ω
→∞

= −

{ }1( ) lim ( , ) ( , )
2XY X YT

S E F T F T
T

ω ω ω
→∞

= −



{ } { }2 21( ) lim ( , ) ( , )
2XY X YT

S E F T E F T
T

ω ω ω
→∞

≤ −

{ } { }2 21 1lim ( , ) lim ( , )
2 2X YT T

E F T E F T
T T

ω ω
→∞ →∞

= −

( ) ( )X YS Sω ω≤

证毕



四、相关函数与谱密度之间的变换

+
( ) ( ) i

X XS R e dωτω τ τ
∞ −

−∞
= ∫

+1( ) ( )
2

i
X XR S e dωττ ω ω

π
∞

−∞
= ∫



例1：平稳随机过程的自相关函数为

A>0, β>0,求过程的功率谱密度

,)( τβτ −= AeRX

解：

ττ ωτβτωτβτ deAedeAe ii −∞ −−

∞− ∫∫ +=
0

0

∞+−

∞−

−

+−
=

0

)(0)(

)(
-

ωβωβ

τωβτωβ

i
eA

i
eA

ii









+

+
−

=
ωβωβ ii

A 11

22
2

ωβ
β

+
=

A

+
( ) ( ) i

X XS R e dωτω τ τ
∞ −

−∞
= ∫



例2：设X(t)为随机相位随机过程

其中A、 ω0是常数，Φ为随机相位，在（0,2π）服

从均匀分布. 求X(t)的功率谱密度

解：

)cos()( 0 Φ+= tAtX ω

)]()([()( ττ += tXtXERX

2
0 0 0= [cos( ) cos( )]A E t tω ω ω τ+Φ + +Φ

2
2

0 0 0
0

1= cos( )cos( )
2

A t x t x dx
π

ω ω ω τ
π

+ + +∫
2

0= cos( )
2
A ω τ



上述积分不是有限值，即不可积，

因此RX(τ) 的傅里叶变换不存在，

需要引入δ函数

τωτττ dAdRX ∫∫
∞+

∞

∞+

∞
=

－－
)cos(

2
)(

2



0
0

0

0

0 0

(1) ( )
0

(2) ( )d 1,

( )

x x
x x

x x

x x x

x x x x

δ

δ

δ δ

+∞

−∞

∞ =
− =  ≠

− =

− =
∫

则称 是在 的 函数

上面所说的δ函数是单位脉冲函数 δ(t) 的简称，

它是一种广义函数，由物理学家狄拉克（Dirac）引入

δ函数定义如下：



δ 函数的基本性质是

有对任一无穷次可微函数 ,)(xf

)0(d)()( fxfx =∫
+∞

∞−
τδ

)(d)()( 00 xfxfxx =−∫
+∞

∞−
τδ

据此可以写出以下傅立叶变换对：

1|d)( 0== =
−+∞

∞−

−∫ τ
ωτωτ ττδ ii ee

ω
π

τδ ωτ d1
2
1)( ∫

+∞

∞−
⋅= ie 2 ( )ie dωτ ω πδ τ

+∞

−∞
⇒ =∫



τ
π

π ωτ d
2
12 ie∫

+∞

∞−
×=

时，当 1)( =τXR

τω ωτ d1)( ∫
+∞

∞−

−⋅= i
X eS谱密度

例3：设平稳过程X(t)的谱密度为SX(ω) =σ² , 
求X(t)的相关 函数RX(τ)

)(2 ωπδ=

1
XR ( ) [ ( )]XSτ ω−= F 1 2[ ]σ−= F 2 ( )σ δ τ=

时，当 )()( τδτ =XR

ττδω ωτ d)()( ∫
+∞

∞−

−⋅= i
X eS谱密度 1=



( )
( ) ( )0 0, , 0X

X t

S G Gω ω= −∞ < < +∞ >

均值白噪声： 为零而谱密度为正常数的平稳过程 称为白噪声过程，

即

简称白噪声，其出自白光具有均匀光谱的缘故

( ) ( )1 2 1 2t t X t X t≠  即这个过程在 时， 和 是不相关的

( ) ( ) ( )0
0            1

2 2
i i

X X
GR S e d e d Gωτ ωττ ω ω ω δ τπ π

+∞ +∞

−∞ −∞
= = =∫ ∫

白噪声的自相关函数为：



( ) 0 1

1

,
0X

G
S

ω ω
ω

ω ω
 ≤=  >

谱密度仅在某些有限频率范围内取异于零的正常数

，
就是其中之一，其谱密度为

，

限带白噪声：

低通白噪声

( ) ( )1 2
i

X XR S e dωττ ω ωπ
+∞

−∞
= ∫

1

1

0

2
iG e d

ω ωτ

ω
ωπ −

= ∫
1

1

0 (cos sin )2
G i d

ω

ω
ωτ ωτ ωπ −

= +∫
10

0
cosG d

ω
ωτ ωπ= ∫

0 1

0 1 1

1

0

sin 0

G

G

ω τπ
ω ωτ τπ ωτ

 ==    ≠   

1

2 1 1 2
1

, 1, 2,... ( ) 0

( ) ( )

X
k k R

kt t X t X t

πτ τ
ω

π
ω

= = ± ± =

− =

当 时，

即当 时， 与 不相关



∫∫
∞+

∞−

−∞+

∞−

− == ττωττω ωτωτ deAdeRS ii
XX )cos(

2
)()( 0

2

∫
∞+

∞−

−
−+

= τωτ
τωτω

deeeA i
ii

22

002

)
2

)(cos(
00

0

τωτω

τω
ii ee −+

=

∫
∞+

∞−

−−+= τωττωτω deeeA iii ）（ 00

4

2

)]()([
2 00

2

ωωδωωδπ
++−=

A

例2续：

∫
∞+

∞−

+−− += ττωωτωω deeA ii )()(
2

00

4

)cos()( 0τωτ =⇒ XR

)]()([)( 00 ωωδωωδπω ++−==⇒ XS



两特殊信号的相关函数和谱密度图像

1)( =τXR ( ) 2 ( )XS ω πδ ω=

0 τ 0 ω

0( ) cosXR τ ω τ= 0 0( ) [ ( ) ( )]XS ω π δ ω ω δ ω ω= − + +

0 τ 0 0ω ω ω−



1

2

3

4

5

6

7

( )XR τ ( )XS ω

| |ae τ−
2 2

2a
a ω+

( ) 1   

  0       
X

T
R T

T

τ
τ

τ
τ


− ≤= 

 >

( )2

2

4 2sin T
T
ω
ω

0
ae cosτ ω τ−

( ) ( )2 22 2
0 0

a a
a aω ω ω ω

+
+ + + −

0sinω
πτ

( ) 0

0

1  

0 XS
ω ω

ω
ω ω

 ≤= 
>

1 ( )2πδ ω

( )δ τ 1

0cosω τ ( ) ( )0 0π δ ω ω δ ω ω+ + −  

自相关函数与谱密度对应表



τατωτ −+= ecos
2

)( 2
0

2

baRX求自相关函数

解：所要求的谱密度为

)]()([
2
π)( 00

2 ωωδωωδω ++−= aS X

谱密度图像如图所示:         

例4：

所对应的谱密度为SX(ω) 

22

22
ωα

α
+

+
b

ω0ω−

α/2 2b

0ωo

2π 2α

SX(ω)



例5： 0( ) cosa
XR e ττ ω τ−=

( ) ( ) .XX t S ω求 的谱密度

解： 0( ) cosa i
XS e e dτ ωτω ω τ τ

+∞ − −

−∞
= ⋅∫

0 0

( )
2

i i
a ie ee e

ω τ ω τ
τ ωττ

−+∞ − −

−∞

+
= ∫

0 0( ) ( )1 d d
2

a ai ie e e eτ τω ω τ ω ω ττ τ
+∞ +∞− −− − − +

−∞ −∞

 = +  ∫ ∫

( )X t已知平稳过程 的自相关函数为

2 2 2 2
0 0

1 2 2
2 ( ) ( )

a a
a aω ω ω ω
 

= + + − + + 

2 2 2 2
0 0

1 1 .
( ) ( )

a
a aω ω ω ω
 

= + + − + + 



例6：

解：

2
i

2 2

1 4 e d .
2π ( 9)( 1)

ωτω ω
ω ω

+∞

−∞

+
=

+ +∫

利用留数定理

2

Im 0

1 4( ) 2πi Re e
2π ( 3 )( 3 )( )( )k

k

iz
X z zk z

zR s
z i z i z i z i

ττ
=

>

 +
= ⋅  + − + − 

∑

2

4 2

4( ) ,
10 9XS ωω

ω ω
+

=
+ +

已知谱密度

( )X t求平稳过程 的自相关函数和均方值

2
i

4 2

1 4( ) e
2π 10 9XR dωτωτ ω

ω ω
+∞

−∞

+
= ⋅

+ +∫



均方值为

说明

2 2 2
2 2 0

0 2 2 2
2 2 0

( ) ,
n n

n
X m m

m

a aS S
b b

ω ωω
ω ω

−
−

−
−

+ + +
=

+ + +




0 0, ,S m n> >其中 分母无实根

称为有理谱密度

2

4 2
Im 0

1 4( ) 2πi Re e
2π 10 9k

k

iz
X z zk z

zR s
z z

ττ
=

>

 +
= ⋅  + + 

∑ 　　

7(0) .
24XR =

31 (9e 5e )
48

τ τ− −= +



例7：

解：

2

4 2

4( ) ,
10 9XS ωω

ω ω
+

=
+ +

已知谱密度

( )X t求平稳过程 的自相关函数和均方值

2
i

4 2

1 4( ) e
2π 10 9XR dωτωτ ω

ω ω
+∞

−∞

+
= ⋅

+ +∫

i
2 2

1 3 1 5 1 e d .
2π 8 ( 1) 8 ( 9)

ωτ ω
ω ω

+∞

−∞

 
= + + + 

∫

i
2 2 2

1 3 2 5 2 3 e d .
2π 16 ( 1) 48 ( 3 )

ωτ ω
ω ω

+∞

−∞

 ×
= + + + 

∫

31 (9e 5e )
48

τ τ− −= +



( ), ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
X Y XY

X t Y t
S S S

Z t X t Y t
ω ω ω

= +

设平稳过程 是平稳相关的，它们的自谱

密度和互谱密度分别为 ， ，

证： 是平稳过程，并求其自谱密度

[ ( )] [ ( )] [ ( )] X YE Z t E X t E Y t m m= + = +

( , ) [ ( ) ( )]ZR t t E Z t Z tτ τ+ = +

{ }[ ( ) ( )][ ( ) ( )]E X t Y t X t Y tτ τ= + + + +

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]E X t X t E Y t Y tτ τ= + + +

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]E X t Y t E Y t X tτ τ+ + +

( ) ( ) ( ) ( )X Y XY YXR R R Rτ τ τ τ= + + +

t均值和自相关函数均与 无关，所以是平稳过程

例8：

解：



计算自谱密度

Z ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X Y XY YXR R R R Rτ τ τ τ τ= + + +

在等式两边取傅里叶变换，得

Z ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X Y XY YXS S S S Sω ω ω ω ω= + + +

( ) ( ) ( ) ( )X Y XY XYS S S Sω ω ω ω= + + +

[ ]( ) ( ) 2Re ( )X Y XYS S Sω ω ω= + +



称 为沿整个时间数轴上的时间相关函数

介绍从一次试验所获得的一个样本函数来决定随机过程的均

值和自相关函数，从而就可以得到该过程的全部信息，即遍历

性问题

定义1

4.1 基本概念

设{ )(tX , +∞<<∞− t }为随机过程， 

∫−+∞→
>=<

T

T
dttXtX

TT
)()(

2
1l.i.m

称 为沿整个时间数轴上的时间均值；( )X t

∫− +>=+<
+∞→

T

T
dttXtXtXtX

TT
)()()()(

2
1l.i.m ττ

( ) ( )X t X tτ+

第四节 各态历经性
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定义2

若

则称 的均值具有遍历性；

则称 的自相关函数具有遍历性

如果 均值、相关函数都具有遍历性

)(tX

)(tX

设 )(tX 是一个均方连续平稳过程， 

XmtXEtX =>=< )]([)(

若 )()]()([)()( τττ XRtXtXEtXtX =+>=+<

)(tX

则称 具有遍历性，)(tX 或者说 是遍历的)(tX


设
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例

是否具有遍历性.

解

试讨论 )ωcos()( UtatX += ， +∞<<∞− t  

其中 a，ω是常数， 

U 是在 ]20[ π， 上服从均匀的随机变量 

)]([ tXE )]ωcos([ UtaE +=

dxxta
π

π

2
1)ωcos(

2

0
+= ∫ 0=

)]()([ tXtXE τ+ ∫ +++=
π

π
τ

2

0

2

2
1)ωcos(])(ωcos[ dxxtxta

τωcos
2

2a
=


试讨论
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其中a，
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是常数，

_1061058692.unknown






[image: image1.wmf]U


是在

[image: image2.wmf]]


2


0


[


p


，


上服从均匀的随机变量

_1061058727.unknown



_1061058884.unknown





故有

0=

>< )(tX ∫− +=
+∞→

T

T
dtUta

TT
)ωcos(

2
1l.i.m

T
TUa

T ω
ωsincosl.i.m

+∞→
=

>+< )()( tXtX τ

∫− +++=
+∞→

T

T
dtUtUta

TT
)ωcos(])(ωcos[2

2
1l.i.m τ

τωcos
2

2a
=

)]([)( tXEtX >=<

)]()([)()( tXtXEtXtX ττ +>=+<

即此过程是遍历的

1 [cos(2 2 ) cos( )]
2

t Uω ωτ ωτ+ + +



例 研究随机过程
的遍历性

其中Y为随机变量，且

YtX =)( +∞<<∞− t

0)( ≠YD +∞<)(YD

解 因为Y为随机变量，且存在有限的二阶矩，

所以 常数== )()]([ YEtXE

][)]()([ 2YEtXtXE =+τ 2)]([)( YEYD += +∞<
由此知 是平稳过程)(tX

由于 YYdttX
T

TTT
=>=< ∫−+∞→ 2

1l.i.m)( 不是常数

故 )]([)( tXEtX >≠< 即 不是遍历的)(tX



注 遍历性随机过程一定是平稳过程，但平稳过程不一定
具备遍历性

4.2 遍历性定理

定理1 均值遍历性定理

设{ )(tX , +∞<<∞− t }是均方连续平稳过程， 

则 )(tX 有均值遍历性的充要条件为 

2 2

2

| |lim 1 ( ( ) ) 0
22

1 T

TT
B m d

TT
τ τ τ

−→+∞

 − − = 
 ∫

其中 mtXE =)]([ ， )(τB 是相关函数， 21 tt −=τ  


设{

[image: image1.wmf])


(


t


X


,

[image: image2.wmf]+¥


<


<


¥


-


t


}是均方连续平稳过程，

_1061057111.unknown



_1061058626.unknown




则
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其中
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引理

且

则

设{ )(tX , +∞<<∞− t }为均方连续平稳过程， 

mtXE =)]([ ∫−=
T

T
dttXY

T
)(

2
1

mtXEYE == )]([][

1 2 1 22
( ) ( )1

4

T T

T T
D Y C t t dt dt

T − −
= −∫ ∫


设{

[image: image1.wmf])


(


t


X


,

[image: image2.wmf]+¥


<


<


¥


-


t


}为均方连续平稳过程，

_1061057111.unknown



_1061058626.unknown





证 由均方可积条件得

])()( [
2
1

∫−=
T

T
dttXYE E

T
mdttXE

T

TT
== ∫− )]([

2
1

)( 2YE ])()(24
2211[1

∫∫ −−
⋅=

T

T

T

T
dttXdttX

T
E

2121 )]()([24

1 dtdttXtXE
T

T

T

T

T∫ ∫− −
=

2121 )(24

1 dtdtttB
T

T

T

T

T∫ ∫− −
−=

所以 =)(YD )( 2YE 2)]([ YE−  

2121 )(24

1 dtdtttB
T

T

T

T

T∫ ∫− −
−= 2m−
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为应用方便，化简上式

令
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T∫ ∫− −
−−=

1 2 1 2( )24

1 T T

T T
C t t dt dt

T − −
= −∫ ∫

1 2u t t= − 1 2v t t= + 则
1 2( , ) 1

( , ) 2
t t
u v

∂
=

∂

于是

)(YD { 0 2

2 2
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T T u
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定理 证 由引理得
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注 则
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其中

证

注 则
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随机过程小结

会计算随机过程X(t)一维、二维的分布函数

2、X(t)的一维分布函数：Ft(x)=P{X(t)≤x},

1、随机过程X(t,ω)是关于t∈Τ, ω∈Ω的二元映射，
即： ( , ) : .X T R⋅ ⋅ ×Ω

( )
1 2, 1 2 1 1 2 2( , ) { ( ) , ( ) }t tX t F x x P X t x X t x= ≤ ≤的二维分布函数：



3、随机过程X(t)的均值函数、方差函数、自相
关函数、自协方差函数的计算与相互关系

)]([)( tXEtm = 1 2 1 2( , ) [ ( ) ( )]R t t E X t X t=

( ) [ ( ) m(t)]D t E X t= −
2 2[ ( )] m (t)E X t= −

1 2 1 1 2 2( , ) [( ( ) ( ))( ( ) ( ))]XC t t E X t m t X t m t= − −

1 2 1 2( , ) ( ) m( )R t t m t t= −

( ) ( , )D t C t t=

2( , ) ( ) ( )R t t D t m t= +



4、两个随机过程X(t)、 Y(t)的互相关函数、互协
方差函数的计算与相互关系

1 2 1 2( , ) [ ( ) ( )]XYR t t E X t Y t=

1 2 1 1 2 2( , ) [( ( ) ( ))( ( ) ( ))]XY X YC t t E X t m t Y t m t= − −

1 2 1 2( , ) ( ) ( )XY X YR t t m t m t= −

1 2 1 2

1 2 1 2

, ( , ) 0 ( ) ( )
( , )= ( ) ( )

XY

XY X Y

t t C t t X t Y t
R t t m t m t

=若对任意的 ， ，则 和 互不相关.

此时，



5、几个重要的随机过程

二阶矩过程：对于每一个t ∈T,二阶矩E[X²(t)] 都存在

正态过程：对任意正整数n ≥1, 和n个不同的t1,t2,…,tn∈T，
{X(t1),X(t2),…,X(tn )} ~ Nn(μ,Σ)

正交增量过程：若随机过程 {X(t) , t ≥0}为二阶矩过程，
且对任意的0≤ t1<t2 ≤ t3<t4 ,恒有E[(X(t2)-X(t1))(X(t4)-X(t3))]=0

独立增量过程： 对n个不同的t1<t2<…<tn∈T, 
X(t2) - X(t1), X(t3) - X(t2), …, X(tn ) - X(tn-1)相互独立

平稳独立增量过程：独立增量过程X(t)的任意增量X(s+t)-
X(s)(s≥0,t>0)的概率分布与s无关



泊松过程

令{N(t),t ≥0}为计数过程，若它满足条件
（1）N(0)=0；
（2）是独立增量过程；
（3）对任意的 s≥0, t≥0，

( ){ ( ) ( ) } , 0,1, 2,...
!

k
ttP N t s N s k e k

k
λλ −+ − = = =

性质：N(t)= N(t)-N(0) ~ P(λt),

E[N(t)]=λt     D[N(t)]=λt   C(s, t)= λmin{s,t}



定义：设{W(t)，t≥0} 为随机过程，若它满足
（1）W(0)=0；
（2）是独立增量过程；
（3）增量W(t)- W(s)~N(0,|t-s|σ²), σ>0；
则称{W(t)，t≥0} 为布朗运动

布朗运动的定义

性质：（1）{W(t),t≥0}是平稳独立增量过程;

（2）对每个t>0，W(t) ~ N(0,σ2t)，且{W(t),t≥0}为正态过程

（3） mw(t)=0, Cw(s, t)=Rw(s, t)=σ²min(s, t)(s, t≥0)



6、严平稳和宽平稳过程，会验证一个随机过程
是不是宽平稳过程

（1）E[X(t)]=m, m 为常数；

（2）对任意的t ∈T , τ∈T , E[X(t)X(t+ τ )]不依赖于t;

X(t)为宽平稳过程满足条件：

7、遍历性定理；会验证X(t)是否具有遍历性

( ) [ ( )] (a .s)XX t E X t m< >= =

( ) ( ) [ ( ) ( )] ( )(a .s)XX t X t E X t X t Rτ τ τ< + >= + =



8.谱密度和相关函数之间的关系（计算谱密度）

平稳过程X(t)的功率谱密度

{ }21lim ( , )
2 XT

E F T
T

ω
→+∞

=

平稳过程X(t)和Y(t)的互谱密度

+
( ) ( ) i

X XS R e dωτω τ τ
∞ −

−∞
= ∫

+1( ) ( )
2

i
X XR S e dωττ ω ω

π
∞

−∞
= ∫

i 1( ) ( ) e d lim { ( , ) ( , )}
2XY XY X YT

S R E F T F T
T

ωτω τ τ ω ω
+∞ −

−∞ →+∞
= = −∫

谱密度是非负、实的、偶函数

i1( ) ( ) e d
2πXY XYR S ωττ ω ω

+∞

−∞
= ∫
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